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概 述

关于这门课程，有几点要提醒大家注意的：

• 本身比较抽象，概念多，比较枯燥，内容一环扣
一环，难学好。

• 要学好也不难。建议各位上课认真听讲，踏踏实
实地学好每一个基本概念，基本内容，这样课后
就不用花太多的时间复习。

• 作业建议独立完成，不会解答的可以讨论，可以
向别人请教，直到弄懂为止。千万不要抄作业！



说 明

• 总学时：64学时（48+16）

• 答疑时间：未定

• 答疑地点：未定

• 总评成绩：平时成绩占30%，期末成绩占
70%。（雨课堂、作业本？照片？）

• 联系方式：



主要参考书：

（1）上海科技文献出版社 《离散数学 理论.分析.题解》
左孝凌等编著

（2）清华大学出版社 《离散数学学练考全面冲刺》
王海艳编著

（3）清华大学出版社 《离散数学习题与解析》
胡新启等编著

（4）高等教育出版社 《离散数学结构》第四版影印版

DISCRETE MATHEMATICAL STRUCTURES

BERNARD KOLMAN等著

说 明



离散数学是现代数学的一个重要分支，是计算机科学中的基础课程，
它具有两个特点：

(1)以离散量为研究对象，以讨论离散量的结构和相互之间的关

系为主要目标，这些对象一般是有限个或可数个元素，充分描述了
计算机科学离散性的特点，与我们以前学过的连续数学如高等数学、
数学分析、函数论形成了鲜明对比。

(2)它是数学中的一个分支，因而它有数学的味道，比如用一
些符号、引进一些 定义、运用定理推导等等。因而学习离散数学，
对提高我们的抽象能力，归纳能力、逻辑推理能力将有很大帮助。

课程简介



应用

Image segmentation



第一章 命题逻辑 1-1 命题及其表示法

所谓命题是指具有真假判断值的陈述句。一个命题，总是具
有一个确定的“值”，称之为“真值”。一种是True,记为T，另
一种是False,记为F。只有具有真假值的陈述句才是命题。

例（1）：我是老师。 这是一个命题 ，其真值为T。

第一篇 数理逻辑

第一篇数理逻辑

逻辑学是研究思维形式和规律的科学。它包括辨证逻辑和形式
逻辑。而数理逻辑是：用数学方法来研究形式逻辑的推理规则。这
里所指的数学方法，就是指引进一套符号体系，所以又称为符号逻
辑。下面介绍数理逻辑的最基本的内容：命题逻辑和谓词逻辑。



（4）：本句是假的。

若它是命题，若其值为T，则本句是假的；若说它是假(F)，则
本句是真的。这是悖论，不能算是命题。（不能确定真假）

（2）：你住哪儿？（疑问句）

（3）：这真是太好了！（感叹句）

（5）：我正在说谎。

若它是命题，则应有确定的真值。

若为T，则我确定说谎，我讲的是真话，与说谎矛盾。

若为F，则我不在说谎，我说的是真话，原命题成立，则“我
确实是在说谎” ，与“不在说谎”矛盾。

所以它不是命题，不能确定真假，是悖论。

1-1 命题及其表示法



（6）：X=3  不是命题 不能判断真假。

命题有两种类型。

一是原子命题（不能分解为更简单的陈述句）

二是复合命题 （由原子命题，联结词，标点符号复合构成的命
题）

如：我学英语，或者我学日语。 由两个原子命题，联结词
“或者”，标点符号“，”构成。

又如：王英和王兰是姐妹。 它是原子命题。

关于联结词我们下一节将做详细介绍。

1-1 命题及其表示法



在数理逻辑中，用大写英文字母P，Q，R, …表示命题，
或带下标的大写字母如Pi  ,P j, …或数字如[12]等表示命题，这
些表示命题的符号称为命题标识符。

如果一个命题标识符表示确定的命题，称之为命题常量；

如果一个命题标识符表示任意的命题，称之为命题变元；

命题变元不能确定真值，不是命题，就如函数中自变量不代
表特定值一样，只是变量。但当命题变元用一个特定命题取代
时，就能确定真值，如P用一特定命题取代，称对P进行指派。
另外，当命题变元表示原子命题时，称为原子变元。

1-1 命题及其表示法



1-2 联结词

五个基本联结词

➢否定

➢合取

➢析取

➢条件 →

➢双条件









（1）否定 若P是一命题，则P的否定是一个新的命题，
记作 P，读作“非P”，其取值情况如下：
P          P

T         F

F         T

如 P：上海是一个大城市。
P：上海不是一个大城市。
或：上海是个不大的城市。

P取值为T，而 P取值为F。

1-2 联结词











又如 Q：南京是一个小城市。

Q：南京不是个小城市。

Q值为F， Q取值为T

“    ”是一元运算，相当于数学中的“求相反数”运算。

（2）合取（与）

P，Q是命题，P，Q的合取是一个复合命题，记做P    Q，读
作“P与Q”，或“P且Q”。P     Q当且仅当P与Q的值都真时，其值
为T，否则为F。



1-2 联结词









合取的定义如下表：

P       Q           P    Q

T       T T

T        F              F

F        T              F

F        F F
注意：这里的“与”运算与日常生活中的“与”意义不尽相同。

注：列表时P，Q均是先取T后取F

如P：今天下雨；Q：明天下雨

P     Q：今天下雨且明天下雨。

又如，P：我们去看电影；Q：房间里有张桌子。

P     Q：我们去看电影和房间里有张桌子。

上述命题P     Q在日常生活中无意义，无联系，但在数理逻辑中，

P    Q是一新的命题。“ ”是二元运算。

1-2 联结词



（3）析取（或）

P，Q是命题，P与Q的析取是复合命题，记做P    Q，读作“P

或Q”。P     Q：只要P，Q之一T，则P    Q值为T，否则为F。

P      Q             P       Q

T       T                T

T       F                T

F       T                T

F       F                F

从取值可以看出，这里的或是指
“可兼或”，即P，Q均可都为T，
也可一个为T，另一为F。

1-2 联结词



例如1：他可能是100米或400米赛跑冠军。

P:他可能是100米赛跑冠军。Q:他可能是400米赛跑冠军。

则原命题：P ⅴQ        可兼或

但实际中也有不可兼或的例子.

例如2:今天晚上我在家看电视或去剧场看戏.

P:今晚我在家看电视。 Q:今天晚上我去剧场看戏。

用PⅴQ表示是否正确呢？

P       Q               PⅴQ         原命题

T        T                  T                  F

1-2 联结词



排斥或、不可兼或，不能用PⅴQ表示，具体表示法以后再学。
同学可以自己先思考。

又如3：他昨天做了二十或三十道习题。或：大概 不是复合命题。

(4)条件

P 、Q 是命题，P 和Q的条件是一个复合命题，记作P→Q,读
作“若P 则Q”或“如果P，那么Q”,P—前件，Q--后件。

P→Q仅当P为T,Q为F时，其值为F，其余情况皆为T。

1-2 联结词



1-2 联结词

P      Q          P→Q

T       T             T

T        F             F

F        T             T

F        F             T

注：P为F时，P→Q总为T。而在日常生活中往往无法判断，在数理
逻辑中，我们作“善意的推定”，确定值为T。另外在数理逻辑中，

P→Q前后件可根本毫无联系也能构成条件式。

如 P:1+1=2        Q:今天下雨。 P→Q:如果1+1=2，那么今天下雨。

如：P:我借到这本小说。

Q:我今夜读完这本小说。

P→Q:如果我借到这本小说，那么今夜我

就读完它。



(5)双条件

P、Q是命题，其双条件命题是一复合命题，记作P       Q,读作
“P当且仅当Q”, 仅当P、 Q真假值相同时，P        Q为T,否则为F。

P       Q         P        Q                  (P、Q同为F时，P        Q值为T）

T        T              T                       如：P:两个三角形全等。

T         F              F                             Q :两个三角形对应边相等。

F         T              F                              

F          F             T         

P       Q:两个三角形全等当且仅当它们对 应边相等。

1-2 联结词



1-2 联结词

总结：共介绍了五个联结词。

一元运算 P， P    否定式

二元运算 P, Q       P      Q         合取式

P       Q         析取式

P →  Q        条件式

P        Q       双条件式

又如 P：2+2=4, Q：雪是白的。

P        Q：2+2=4当且仅当雪是白的。P 、Q可毫无联系。

1：3

3：1

3：1

2：2





前面我们介绍了命题的概念，它是可以判别真假的陈述句。

学习了其表示方法，介绍了五种基本联结词：否定、合取、析取、

条件、双条件。

我们将日常生活中的命题用原子命题以及这些联结词表达，将

之符号化为公式。但是许多日常生活中的命题是不能用这五个联

结词单独写出，而且不是所有一些命题变元、联结词组成的符号

串都有意义的公式。

而数理逻辑首先就要引进一些符号体系，将实际生活中的命题

符号化，给出其命题公式，也就是翻译。

1-3 命题公式与翻译



例如：判别下列式子是否是公式？

(P   Q)        (P    Q        (P    (P       Q))         (P           Q)

(((P   Q)   R)     (P   Q))      (PQ    R)       (P   Q)    R)

 →  →

  →

其中（1）为基础，（2），（3）为归纳，（4）为界限，这是一
个递归的定义。

→

 

是 否是否

否否否否

1-3 命题公式与翻译

(1)单个命题变元是合式公式

(2)若P是一公式，则 P也是公式；

(3) 若P,Q是公式，则(P   Q),(P   Q),(P     Q),(P      Q)也是公式：

(4) 只有有限次地应用（1）、（2）、（3）所得的结果才是公式。

 →

定义：命题公式（合式公式），按规律构成：





注意：“（” ， “）” 必须成对出现。

从定义可以看出：

（1）为了减少括号的数目，我们约定：

1.最外层括号可以省略：

2.运算优先级为：

3.具有相同优先级的联结词，按其出现的次序进行运算。

  →

1-3 命题公式与翻译

（2）命题公式实际上是一函数，值域为{T,F),每一个命题变元取
值也是{T,F},因而它没有真 假值，只有当公式中命题变元用确
定的命题代入后，才到一个命题，才能判断其真假。

如((P   Q)    R)         (P   Q) 可改写为：P     Q       R          P      Q   





首先找出原子命题，有两个：他聪明，用P表示；他用
功，用Q表示。

P：他聪明。 Q：他用功。

联结词“既…又…”和联结词“与”意思一致。

所以原命题所对应的命题公式为：P    Q

例1：他既聪明又用功。

1-3 命题公式与翻译

有了命题公式的定义后，我们如何将日常生活中的命题用具体的公
式表示呢？也就是说，如何将之翻译成公式呢？举例说明：



1-3 命题公式与翻译

例2：他虽聪明但不用功。

这里原子命题也是P.Q. 联结词“虽…但”也
是“与”，所以公式应为： P Q。

(1)找出所有原子命题，并符号表示出来。

(2)找出原子命题之间关系对应的联结词。

因而翻译一个命题，关键有两个：





例3：如果明天上午七点不下雨，则我去学校。

P：明天上午七点下雨；Q：我去学校。“如
果…则”与“若，则”一致，所以公式为：

P Q。

例4：除非你努力，否则你将失败。

→

1-3 命题公式与翻译





例3：如果明天上午七点不下雨，则我去学校。

P：明天上午七点下雨；Q：我去学校。“如
果…则”与“若，则”一致，所以公式为：

P Q。

例4：除非你努力，否则你将失败。

P：你努力；Q：你将失败。“除非…否则”
相当于“如果不…那么…”，所以译为：

P Q Q P

→

→  →

1-3 命题公式与翻译









例5：说数理逻辑枯燥无味或毫无价值，那是不对的。

P：说数理逻辑是枯燥无味的；Q：说数理逻辑是毫无价值的。
这里“或”是“可兼或”，与“ ”意义一致，所以译为：

（P Q）。

例6：上海到北京的14次列车是下午五点半或六点开。

P：上海到北京的14次列车是下午五点半开；

Q：上海到北京的14次列车是下午六点开；

这里的“或”是“不可兼或”，因而用“P Q”是错误的。







1-3 命题公式与翻译





我们对P、Q取不同值看原命题的真值情况：

P Q 原命题 P Q （P Q） 利用联结词组合起来

T T F T                  F P、Q真值相同时为F，否则为T

T F T F                  T 原命题与 (P Q)真值相同

F T T  F                  T          

F F F T                   F

1-3 命题公式与翻译

总结：命题公式翻译的原则（即本质的东西）：

• 列出在各种指派下的原命题的取值。

• 翻译出来的公式如果与原命题的值一致，则翻译正确，否则，
翻译的公式则是错误的。







以上例子“或”意义各不相同，在翻译公式时，务必准确理解
其等价含义。

例7：燕子飞回南方，春天来了。

P：燕子飞回南方； Q：春天来了；

P Q

对于命题翻译就举这么多例子，在做题时要针对具体情况而定。

1-3 命题公式与翻译



在介绍真值表前，先介绍分量定义：

公式 P Q S，其中P、Q、S称为公式的分量。

定义：命题公式中，对于分量指派真值的各种可能组合，就确
定了这个命题公式的各种真值情况，把它汇列成表，就是命题
公式的真值表。

1、公式 P Q， P Q P P    Q

分量为：P、Q                                         T        T       F T

T         F       F F

此表就称为公式 P Q的真值表 F         T       T T

F         F        T T

 →







1-4 真值表与等价公式

 







2、（P Q） P，其真值表为：

P Q P P    Q （P     Q） P

T        T       F T F

T            F       F F F

F            T       T F F

F            F           T F F

 

  

1-4 真值表与等价公式



 



3、（P Q）（ P        Q），其真值表为：

P Q P Q   P       Q       P       Q       （P    Q) (    P        Q)

T     T        T F F F T

T     F        F F T F F

F     T        F T F F F

F     F        F T T T T

  

   

1-4 真值表与等价公式



    



P   Q   P   Q      (P   Q)      P     Q      P        Q     (P    Q)       (      P         Q)

T   T      T            F          F       F          F                          T

T    F     F            T          F       T          T                          T

F   T      F            T          T       F          T                          T

F    F     F            T          T       T          T                          T

   

（1）从上面看出，有一些公式，不论分量如何指派，真值永为真，
称为永真公式，记为T；有些则真值永为假，记为F。

（2）可以看出，在真值表中，命题公式真值的取值数目决定于分
量的个数。一个分量，取值可能为2；两个分量，取值可能为4；n

个分量，取值可能为 。2
n

1-4 真值表与等价公式

4、 （P Q） （ P Q），其真值表为： 

  

 

 



5.   再看 P    Q，P     Q这两个公式的真值表，（为便于比较，写
在一起）

P       Q            P           P     Q           P       Q

T       T            F                T                    T

T       F            F                F                     F

F       T           T                 T                    T

F        F           T                 T                    T

 →

 →

（3）对于任何指派，这两个公式的真值完全相同，我们把这样的
两个公式称为是等价的。

1-4 真值表与等价公式



 



定义：两个公式A和B，设 ， ，…      为所有出现于A和B中的
原子变元，若给 ， ，…         任一组真值指派，A 和B的真值
相同，则称A和B是等价的，或逻辑相等。记做A       B

1P 2P nP
1P 2P nP



1-4 真值表与等价公式

另外，利用真值表可验证下列命题定律：(P15 非常重要)

1，对合律： P         P

2，幂等律 ： P       P        P，P     P        P

3，结合律： （P     Q） R       P    （Q      R）

（P      Q） R       P    （Q      R）

   
    



    

所以，由上式可得 P     Q        P       Q

再由真值表可得 （P      Q） （ P            Q） P       Q

  →
  



 

 



4，交换律：P     Q          Q        P， P       Q           Q        P

5，分配律：P    （Q     R） （P     Q） （P      R）

P    （Q     R） （P     Q） （P      R）

6，吸收律：P    （ P     Q） P，P     （P     Q） P

7，德 . 摩根律： （P      Q） P          Q，

（P       Q） P          Q

8，同一律：P       F         P， P      T         P

9，零律： P       T        T， P       F         F

10，否定律：P            P       T， P           P         F



   





   

   

    

  

  

  

   

   
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

 







“      ”对于“ ”的分配律，相当与数学中：x  (y+z)=xy+xz•• • 

有了这些等价的公式，我们就考虑能否将它们相互替代，以简化一
些运算。首先引入子公式。

定义：若X是公式A的一部分，且X是公式，则称X是A的子公式。

等价代换定理：设X是公式A的子公式，且X      Y，如果将A中的X

用Y代替，得到公式B，则A      B。


证明： X     Y， 在相应变元的任意指派下，X 和Y的真值相
同

A和B 在相应变元指派下，也取相同的值，故A     B




利用等价代换定理可以证明一些公式的等价性！





1-4 真值表与等价公式

•



例1：求证 Q      （P     （P     Q）） Q      P

证：X=P     （P     Q） P =Y   ，用P替换X得到Q     P

两式等价。

例2：求证（P    Q） （P         Q） P 

→ →  

   →

 

1-4 真值表与等价公式
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例1：求证 Q      （P     （P     Q）） Q      P

证：X=P     （P     Q） P =Y   ，用P替换X得到Q     P

两式等价。

例2：求证（P    Q） （P         Q） P

证：（P    Q） （P         Q） P    （Q       Q） P    T     P

分配律 否定律 同一律

 

→ →  

   →

 

     

1-4 真值表与等价公式
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例3  求证：

证：左

(( ) ( ( ))) ( )

( )

(( ) ( ( )))

( ) ( )

(( ) ( ( ))) ( )

( )

(( ) (( ) ( )))

( ) ( )

P Q P Q R P Q

P R T

P Q P Q R

P Q P R

P Q P Q R P Q

P R

P Q P Q P R

P Q P R

        

   

      

    

        

 

      

    
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(( ) ( )) ( ) ( )

(( ) ( )) (( ) ( ))

P Q P R P Q P R

P Q P R P Q P R

T

         

        



1-4 真值表与等价公式



讲完1-3，1-4两节，我们来看书上几个习题。

P12. (6) 用命题形式进行分析。

P：它占据空间。 R：它不断变化

Q：它有质量。 S：它是物质。

则这个人开始主张： P    Q      R        S

后来变为： （P     Q        S） （S      R）

 

  →
P19. (9)

1.A     C        B      C           A        B

否.       若有某种指派，使C的真值为T，但A为T，B为F。

则A      C与B      C真值为T，但A        B不成立。

   → 

  

复 习



如 A：P      Q .        C  ： Q

B ：P        



2.A      C       B  C   ?    A       B

否 A：P      Q            C：Q

B：P

3.      A           B     ?     A       B

是 A             B  则对任一组真值指派。 A与 B真值相

同，则A与B的真值也必相同。 由定义A        B。

   → 



 → 



 

复 习



1-5 重言式与蕴含式

• 重言式（永真式）

– 对公式A中分量作任何指派，A值皆为真，则称A为重

言式或永真式

– 也就是上节课中遇到的永真式

• 矛盾式（永假式）

– 公式A中分量作任何指派，其值皆为假，则称A为矛盾

式或永假式

• 这两类公式在今后的命题演算中极为有用，下面

讨论重言式的一些性质（矛盾式也类似）



定理：若 A是重言式，对A中同一分量用某一合式公式替换到 ,

则 也是重言式。（注意：必须将所有的变量作替换）

'A
'A

证：由A为T,与A中分量的指派无关，将A中分量均用某一公式
替换为 ,则 为T，所以 也是重言式。'A

'
A 'A

以上两定理是重言式的性质。

1-5 重言式与蕴含式

定理：若A和B是重言式，则A    B,A    B都是重言式。

证：A和B为重言式，则不论A和B的分量指派何真值，总
有A为T,  B为T,A     B     T,A    B    T,故A    B,A    B为重言式。  

例： P       P是重言式，P        P     T,  P以（（P   S） R）
替换，则（（P  S） R） ((P   S)    R)      T。

  
   






 





证： 若A B是重言式, 即A.B同为T或同为F,所以A B(真
值相同)

若A B,则A与B同为T或同为F。所以A B永为T，即
A B是重言式。









3．定理 A      B 是重言式,iff A     B(即 是 的重言式)。
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

→

P     Q 原式 Q     P 逆换式
┐P     ┐Q 反换式 ┐Q      ┐P 逆反式→ →

→→

1-5 重言式与蕴含式

• 蕴含式

若P     Q（条件式）是重言式，则称P蕴含Q，记作

P        Q(蕴含式)

一共有四种条件式



可以看出①P     Q与Q      P不是等价的②而条件式与逆反式是相互
等价的

P    Q         Q         P,Q    P          P          Q

→ →

→  → →  →

P     Q 

T     T F          F T T                 T T

T     F           F          T F T T F  

F     T          T F T F F T  

F     F          T T T T T T 

P          Q P     Q Q     P P         Q Q          P → → →→

1-5 重言式与蕴含式

     





举例说明

,

Q P

P Q Q P Q T

P T

Q F P F P Q

 → 

      =



 = = 

可得

若 能推出

为 即可。

若 时能推出 则 也成立

(2)由P    Q→

2.因而证明P     Q就可有两种不同的证明方法。

因而方法(1) 若P=T能推出Q为T.则P     Q=T,所以P     Q→

要证P     Q , 只要证P     Q是重言式（即
P=F时, P     Q=T

P=T时, Q=T时, P     Q为T


→

→

→ )P Q T→ 

1-5 重言式与蕴含式



( )Q P Q P  →  例：推证

分情况讨论如下为则为设证 ,,.2 TPFP

从而蕴含式成立。，为，故为且

为为且为，则）为设证

.

(.1

TPFPTQPF

QTQPTQTQPQ

=→

→→

.)(,,) .1( FQPQFQTQ =→== 则

.

.)(,,).2(

故成立

FQPQFQPFQ =→=→=
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15 5

P Q ( P Q ) (Q P )

( P

 →  →我们已经知道

真值表） 例

 

,P Q R P Q R  另 外 ， 对 于 可 写 作 。 （ 证 法 ）

书上P21表１－５．２有１４个蕴含式，可用上述方法证明，这
里就不讲了，请自己看学会应用它们．

有 什 么 样 的 关 系 呢 ？， 它 与类 似 的 ， 我 们 介 绍 了 = .3

可看出 P      Q含义：若P为真，则Q必为真，P条件 结论Q 
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P Q

P Q T. P Q Q P

(P Q) Q P)

 

   → →

  

证明：

　　　　 与 是重言式，

　　　　 且（

定理：P Q, iff  P     Q且Q     P 

４．蕴含式有如下一些性质：
１）：若A     B,且A是重言式，则B也是重言式．

P     Q且Q     P,所以P      Q与Q      P是重言式
所以（P      Q） （Q      P）也是重言式，故

P Q P Q是 重 言 式 ， 。
→ →

→ →  


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（２）若A     B，B      C，则A     C（传递性）  

证：A     B＝T，B     C＝T，所以（A     B）（B     C）＝T

又（A     B） （B     C） A     C，所以A     C＝T

故A     C．

→ →
→→→→

→ →




这两个性质书上有证明，不介绍了。

证：A    B T,A=T,所以B＝T 故B是重言式．→

（４）若A     B，且C     B 则A    C     B．  

（ 3 ）若A     B，且A     C，则A     B   C   

1-5 重言式与蕴含式



我们分两部分学习，先学习对偶式

（必须将A先化为仅含有 形式后再变，遇到其他联结
词只能先化为 ）

, ,  
, ,  

*

*

*

*

AFTA

ATFA

AA

AA

→

→

→

→

一、1．定义 在给定的命题公式中，将联结词 换成 , 将 换
成 ，若有特殊变元F和T亦相互取代，所得公式
A*称为A的对偶式。显然A也是A*的对偶式

    




 

1-7 对偶与范式



TRQPA = ))( (例如：

FRQPA = ))( (*对偶

1-7 对偶与范式



nPPP ,,, 21 

• 对偶律：

– 设A和A*是对偶式， 是出现在Ａ和Ａ*中

的原子变元，则：

– 设 是出现在Ａ和Ａ*中的所有原子变元，

如果A     B，则A*      B*

),,,(*),,,( 2121 nn PPPAPPPA  
),,,(*),,,( 2121 nn PPPAPPPA  

nPPP ,,, 21 

 
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• 范式：

– 为什么引入范式：对于两个公式，我们一般很难 看出

它们是否等价，但可以将A、B两个公式转换为符合某

种规范的特殊模式，然后比较两者是否一致即可判定A、

B是否等价，这个所谓特殊的模式就是范式。

– 要学习的概念：合取范式、析取范式、布尔合取/小项、

布尔析取/大项、主合取范式、主析取范式。
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• 合取范式：

– 若A具有下列形式： 且

是命题变元或它的否定所组成的析取式，则称A是一个

合取范式

• 析取范式：

– 若A具有下列形式： 且

是命题变元或它的否定所组成的合取式，则称A是一个

析取范式

iA)1(21  nAAA n

)1(21  nAAA n
iA

1-7 对偶与范式



QQPRQPA = )()(:如

1A 2A 3A

  或析取范式是可行的。把一个公式化为合取式表示可用任一公式

又可看作合取式。，则既可看作析取式但若公式仅含有一项如

是一析取范式。是一合取范式。又如

,,,

,

)()(







A

QP

RQPQPPA

步骤：1.将所有的联结词化归为 及 。
2.利用德摩根律将否定移至各变元前面。
3.用分配律、结合律将之化为合取范式或析取范式。

 ,

)()()()()(

)())(())((

))(.(1

RSPQSPRQSPSRQP

SRQPSRQPSRQP

SRQP



→

→→

原式

化为合取范式。例

1-7 对偶与范式
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2. ( ) ( )

( ) ( )

( ( ) ( )) (( ) ( ))

( ) (( ) ( ))

( ) (( ) ( ) ( ) ( ))

P Q P Q

A B A B A B

P Q P Q P Q P Q

P Q P Q P Q P Q

P Q P Q P P Q P P Q Q Q

  

     

         

          

                

例 的析取范式。

原式

F F F
)()( QPPQ 

取范式不是唯一的。如一个公式化成合取或析

合取明确目标，析取化时思想 ()()...()(),()...(), 
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)()()()()()()( RQRPPQPPRPQPRQP 

合取 析取 合取

2．为了使任一公式都有唯一的公式与之相对应，引进小项。
我们下面讨论主范式。先讨论主析取范式。

所以 不是唯一的
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n个命题变元，由变元和它的否定构成的一个合取式，
要求每个变元和其否定不能同时出现，且两者之一必须出
现且仅出现一次，这样的合取式称为小项或布尔合取。

两个命题变元 P，Q 有 QPQPQPQP  ,,,

三个命题变
元P、Q、R  

8个小项

P Q R 

P Q R  

P Q R  
P Q R   

P Q R  

P Q R   

P Q R   

P Q R    

1-7 对偶与范式
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TFFFFF

FTFFTF

FFTFFT

FFFTTT

QPQPQPQPQP 

可以看出（1）各个小项不等价。
（2）每个小项只有一组指派，使它为T，其他均为

F。且可由这组指派写出小项。
对三个变元的小项同样有上述性质 表1—7.2  1     T,0      F→ →

n个变元有 个小项。
对于两个命题元，列真值表看看，每个小项有何特点？

n2
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0000

1001

2010

3011

4100

5101

6110

7111

mmRQP

mmRQP

mmRQP

mmRQP

mmRQP

mmRQP

mmRQP

mmRQP

==

==

==

==

==

==

==

==

1－命题变元，0—命题否定
任给一个编号可写出对应小项：

000

101

210

311

mmQP

mmQP

mmQP

mmQP

==

==

==

==

对小项，我们可以用二进制进行编码：
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小项有如下性质：

(1)每个小项当指派与下标编码相同时，其值为T，
其余2n—1种指派为F。

(2)任意两个不同小项的合取式为F。
(3)全体小项的析取式为永真。

Tmmmm n

n

i

i =
−

−

=

 1210

12

0



➢主析取范式:

公式A，存在等价式，仅由小项的析取式构成，则
该等价式称为A的主析取范式。
如 是主析取范式。)()( QPQP 
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如何将公式A化为主析取范式？
1．用真值表法． 有如下依据定理
定理 在真值表中，一个公式的真值为T的指派所对应的小项
的析取，即为此公式的主析取范式。
如：求 的主析取范式。)(, QPQP →
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( )P Q P Q P Q

T T T F

T F F T

F T T T

F F T T

→  
(  )         (  )    主析取范式只要
有一个为T，则其值 为T。因
而列出所有值为T的可能就行
了。

 

QP → 的主析取范式为：

)()()( QPQPQP 

)( QP  主析取范式为：的

)()()( QPQPQP 

00m01m
11m
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证：A，其值为T的指派所对应的小项为，

为此要证 1).若某一指派使得A为T，则这一指派必是
中某一个。例如：

这时， ， ）

.,,, ''

2

'

1 kmmm 
''

2

'

1 kmmmB =   =
=

k

i imB
1

'

''

2

'

1 ,,, kmmm 

.' Tm i = TB = BA (

''

2

'

1 ,,, kmmm  .' Fm i = ki ,,1 = FB =

BA 
BA 

2). 若某一指派使得A为F，则这一指派对应的小项不在
中，这时 从而

（ ）

'

im
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例：设公式A

真值表如下，
求A的主析取
范式。

P Q R A

T T T T

T T F F

T F T F

T F F T

F T T F

F T F F

F F T F

F F F T
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)()()( RQPRQPRQPA 
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(P∧Q∧(R∨﹁R))∨(﹁P∧R∧(Q∨﹁Q))∨(Q∧R∧(P∨﹁P))

(P∧Q∧R)∨(P∧Q∧﹁R)∨(﹁P∧R∧Q)∨(﹁P∧R∧﹁Q)

(P∧Q∧R)∨(P∧Q∧﹁R)∨(﹁P∧Q∧R)∨(﹁P∧﹁Q∧R)

2.利用等价式求主析取范式

例：（P∧Q）∨(﹁P∧R)∨(Q∧R)






化归方法步骤：

1. 化为析取范式。

2. 删去析取范式中永假的项。

3. 将式中重复的项合并。

1-7 对偶与范式

4.   对合取项补入没有出现的变元，即添加 P∨﹁P等。

5. 用分配律展开。



我们学习了析取范式，形式为：（ ）∨(  )∨…∨(  ),合取
范式，形式为：（ ）∧（ ）∧（ ）∧…∧（ ），引入了小项
（它是变元或变元的否定式组成的合取式，但两者必须出现且仅出
现一个)由小项的析取我们可以得到主析取范式；这样对于任一公
式，我们都可求出其主析取范式，当其变元的个数、次序固定时，
它是唯一的。下面我们主要介绍主合取范式。

例如:2个变元P、Q，可生成22 =4个大项:P∨Q  P∨﹁Q ﹁P∨Q
﹁P∨﹁Q

3个变元P,Q,R，可以生成8个大项:P∨Q∨R P∨Q∨﹁R …

1-7 对偶与范式

n个命题变元的析取式，其中每个变元与它的否定不能同时存
在，但两者必须出现且仅出现一次，称为大项，也称布尔析取。

➢大项/布尔析取：



M00=M0, M01=M1, M10=M2, M11=M3

对应于二进制，大项也可以用十进制编号

n个变元对应着2n个大项

小项用m编号，大项用M表示，两个变元用两位二进制编号

小项：0-变元之否定,1-命题变元。如m01→﹁P∧Q

大项：0-变元本身，1-变元否定。如：M00→P∨Q。如上面

对应2个变元的4个大项：P∨Q,P∨﹁Q,﹁P∨Q,﹁P∨﹁Q          
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1. 每个大项的指派与编号相同时，其值为F，而其余2n－1种

指派情况下其值均为T。

2. 任意两个不同大项的析取式都为T。

3. 全体大项的合取式必为永假F。

∏（0—>2n－1）Mi=M0∧M1∧M2∧……∧M 2
n
－1 =F

由大项，可以得到主合取范式。

对于一个公式若存在一个等价式，它由大项的合取所组

成，则该等价式称为原式的主合取范式。

大项有如下性质：
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合取，即为此公式的主合取范式。

我们求主析取范式时是将所有值为T的指派对应的小项析取；这

里求主合取范式是将所有取值为F的所有可能值列出来、取合取。

（析取与合取对偶）

要注意大项的写法不同于小项，另外列真值表必须注意次序，

先列T，后列F

1-7 对偶与范式

求主合取范式的方法：

1． 真值表法

定理:在真值表中，一个公式的真值为F的指派所对应的大项的



 

P Q R P∧Q ﹁P∧Q (P∧Q)∨(﹁P∧R) 

T T T T F T 

T T F T F T 

T F T F F F 

T F F F F F 

F T T F T T 

F T F F F F 

F F T F T T 

F F F F F F 

 

( ) ( )

( ) ( )

P Q R P Q R

P Q R P Q R

         

      

原式的主合取范式
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2． 用等价公式，其步骤为：

1) 划归为合取范式。
2) 删去合取范式中永真的式。
3) 合并相同的项。
4) 对析取项补入没有出现的变元，即补入形如：(P∧﹁P)

式。
5) 应用分配律展开。

上述五个步骤与主析取范式类似。

例：化原式为主合取范式（上例）
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))(())((

)()(

RQPPQP

RPQP





)()()()( RQRPPQPP 

)()()( RQRPPQ 

( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q P R R P R Q Q Q R P P

Q P R Q P R P R Q P R Q

Q R P Q R P

P Q R P Q R P Q R P Q R

               

                

     

               

这样当变元次序一定时，每个公式都有唯一与之等价的主合取范式

一个公式，既有与之相等价的唯一的主析取范式，又有唯一的主合取范式，

它们之间有何关系呢？首先它们分别由小项、大项决定的，看看小项、大项
之间有何关系。
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=





ikiiikii

iiii

mmm

QPQP

mMMmQPQP





,2,121

)2

)(

)(

首先为简洁，把

式的关系？主析取范式与主合取范

.

,

12,,!,1,,12,12,,11,11,,0

,2,1

,,2,121

−+−+−+−
=

=

=



nikikiiii

ikii

ikiiikii MMM







的主合取范式则

时的主析取范式公式

101 100 010 000 5 4 2 0

111 110 011 001 7 6 3 1

( )P Q P R M M M M M M M M

m m m m m m m m

        =   

    =   

由上例可以看出：

（ ）

1） 大项与小项有什么关系？
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总结：学习数理逻辑主要适用于推理，有了前面的这些基础知识，就可以进行
推理1-8 推理理论 推理就是用一些已知的东西得出另外一些结论。而在推理

过程中，常把一些定律、定理和条件，作为假设前提，使用一些公认的规则，
得到另外的命题，形成结论，这种过程就是论证。

定义：

为永真式、重言式。即

的有效结论。成为条件若

CP

CCP

→

 P,

的 有 效 结 论 。、、、是 前 提 条 件则
个 前 提 的 情 况 ：推 广 到

nn CHHH HHHC
n

2121  
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。则也有：至少有一个为

中行，的若干行，若对于这些为从真值表上找出法②

。此时有

，也为的行，若对于这些行，均为，，从真值表上找出法①

CHHH

HHH

CHHH

TCTHH

n

n

n

n













21

21

21

1

F,

,,,FC

判别有效结论的过程就是论证过程，方法多种多样，但基本上有
三种方法。

，前面已介绍过，中出现的所有命题变元是

永真式。假设真值表法。要

CH

PPCHH

n

mn

,,,H

,,PH)1(

1

2121



 →
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例如 P41. 例 1.    

读题；首先找出命题变元，P : 材料不可靠，Q : 计算有错误。

论证 :

”类似。与前面介绍的判断“此方法比较简单

结论成立。。至少有一个为、，为行，）第用法（

论证成立。。也为，均为与）只有第三行用法（







,

422

1

21 FHHFQ

TQTPQP

QPQP  )(

P Q P Q P 

T     T        T         F

T      F       T         F     

T     T        T        T

F      F        F        T
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最终证得。）（

规则等价式。是前面公式的蕴含式或）（

规则中某一个。是）（

使得，找一序列要证：

CB

TB

PHB

BBBCHH

m

i

ji

mn

=



3

2

1

,,,, 211

(2) 直接证法

从已知前提出发，使用公认的推理规则，利用等价式或蕴含式，得到结论。

规则有 P规则 前提在论证过程中任何时候都可用。

T规则 在论证中，如果一个或多个公式蕴含公式S，则S可以引入推理
中。

等价式与蕴含式在书 P 43 表 1- 8. 3 , 1- 8. 4可见。

1-8 推理理论



( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) 16

13

18

13

16

78

657

6

45

324

3

12

1

ETRS

ITRS

PRP

TETPS

PITSP

PSQ

ETQP

PQP



→

→

→

→

→

→



结论。规则要么是

规则八个公式序列要么是

为与其他一致，化简

证明：

注意：必须将证明过程编号一一写出理由。

这里须将每一步依次编号，得出理由；书上给了两种证明法，论证方法不唯一，

但方向是明确的，最终能到达C，且步骤越少越好。
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( ) ( ) ( ) RSSQRPQP →→例 证 ：

“ ”为 →“ ”



(3)  间接证法：

( )

( )( )

( )( )

( ) 。这是反证法的思想依据矛盾式。为永假式

为永假。

为永假。

为永真式。

是永真式。即

orHHHC

HHHC

HHHC

HHHC

CHHHCHHH

n

n

n

n

nn





→

→

→

21

21

21

21

2121 .

不相容。与实际上只要论证，某一个

为永假式，而不是为的指派若对于所有

上定义？为不相容的，如何否定

是相容的。，则称为使的

的指派，，若存在一个中变元：为表达方便，引进定义

CHHF

HHFHHPP

HH

HHTHH

PPPPHH

n

nnm

n

nn

mmn











1

111

1

11

111
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( ) ACBBA → ，例 ： 证 明

( ) ( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

F

ITBB

ITB

ETCB

PCB

ITB

PBA

PA

得证矛盾

目的导出矛盾附加前提

637

56

45

4

213

2

1









→
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( )

( )

( )

( )( ) AA

BABA

BABA

AA

BABA









**

**

**

*

**

4

3

2

1

,

则若

则若

是否成立？的对偶式，则下列各式和分别是命题公式设补充：例

( ) 成立。不成立，但

不成立；成立，但

）对）错（）对（错（

**3

432)1(

AB

QQPQQP




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前面介绍了逻辑推理，所谓逻辑推理就是由一组前提，用一些公认的推理规则，

利用等价或蕴含式，推出结论成立，就是论证。证明 有三种方法。

种方法。，但我们这里介绍另一

明几个前提是否能蕴含利用前面两种方法来证

同样可为非条件式我们可以把条件式转化

结论是一个条件式：间接法的另一种情况是

这是反证法的依据假的

是永是不相容的，即）间接法：也就是证

。规则，得到一组序列规则和）直接法：利用

成立，真值取值情况。值取值，看蕴含式是否真值表法：列出所有真

CR

CR

CRHHH

CHHHCHHH

CBBBTP

n

nn

n





→



=

)(

)(

,,,3

,,2

)1

21

2121

21
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规则。，称为作为附加前提得到将

即要证明

永真

永真永真）（

）永真（为永真

永真）（记为即要证明

CPCR

CRHHH

CRHHH

CRSCRS

CRS)(

)(SHHH

n21

n21

n21



→

→

→→

→→







CRS

CR
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CPCD

ITC

PB

ITCB

PCBA

ITA

PAD

PD

→

→

→→



→→→

)8(

)6)(5()7(

)6(

)4)(3()5(

)()4(

)2)(1()3(

)2(

()1(

CDBADCBA1

　

附加前提）

，），（证明例
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例2 P46例题6

（a）或者是天晴，或者是下雨。

（b）如果是天晴，我去看电影。

（c）如果我去看电影，我就不看书。

结论：如果我在看书则天在下雨。

M：天晴；Q：下雨；S：我看电影；

R：我看书。
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(7) ( ) (6)M Q T

(8) (7)M Q T



1-8 推理理论

, ,M Q M S S R R Q → →  →要证明：

(1) R P证明： （附加前提）

(2) S R P→

(3) (1)(2)S T

(4) M S P→

(5) (3)(4)M T

(6) M Q P
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(9) ( ) ( ) (8)M Q Q M T→   →

(10) (9)Q M T →

(11) (5)(10)Q T

(12) R Q CP→


